Linearis algebrai alapok’

n*m dimenziés matrix: az 7 sorbol és m oszlopbol allo valds szamtablazat.

Jay, a, - a1
X m a a e a m . .
Jelolés: A"" = A= E :21 2 2 H , ahol 4, az i-edik sor j-edik eleme.
0
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n dimenzios vektor az n sorbol és 1 oszlopbdl all6 matrix.

15,0
0,
b= 0720

1:0 ahol b, az i-edik koordinata.

Jelolés:

n dimenzios nullvektor az az n dimenzids vektor, melynek minden koordinatéja 0.

0og
0,0
(| = DOD

Jelolés: 0:0°

Négyzetes matrixnak nevezziikk azt a matrixot, amelyben a sorok és az oszlopok
szdma megegyezik.

n-edrendii matrixnak nevezziik az 72* n dimenzids négyzetes matrixot.

Egy mn-edrendii matrix féatléja (diagondlisa) az a,,,a,,...,a,, elemeket tartalmazé
atlo.

Egy négyzetes matrix szimmetrikus, ha szimmetrikus a féatljara nézve, azaz

a; = aj.

Diagonalis matrix az a négyzetes matrix, amely legfeljebb a f6atlojaban tartalmaz 0-
tol eltérd elemet.
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EO 0 O 2%
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Az egységmatrix egy olyan diagondlis matrix, amely a féatloban 1-eseket tartalmaz.

ol 0 0 --- 00
0 0
DO 1 0 OD
I=71""=1010 1 00 .
0. . -0
D. . D
0 0 0 --- 1F
Matrixmiveletek

Két matrix egyenlé, ha dimenzidjuk azonos, és elemeik rendre megegyeznek.

lay, ay, - a0 Jeyy ¢ o0 ¢l
a a e a C c e c
Anxm - D 21 22 ZmD , Ckxl - D 21 22 ZID
0: g 0: P
0 0 0 0
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egyenld pontosan akkor, ha n=k, m=1¢és a; = ¢;.

Két n* m dimenzids matrix dsszege az a szintén 72* M dimenzids matrix, ahol minden
elem a két 6sszeadand6 matrix megfeleld elemeinek osszegeként all eld.

Ja,, a, - alm% Hb” b, - blm%
R b, - b,
C::A+B:%;1 2 2%+Hb21 2 25:
Wy @y D By by o byl
Oay + by ayt b, - a,tb,[
- [ thy anthby, oa,t bzmg
0 : : 0
%anl tby, aptb, - a,t ban

A matrixok 0sszeadasa kommutativ és asszociativ:
A+B=B+A,(A+B)+C= A+(B+C).

Egy n*Xm dimenzids matrix szorzata a k valds szdmmal (skaldrral) az az n* m
dimenziés matrix, ahol minden elem az eredeti matrix megfelelé elemének k-szorosa.

Dall a, - a, I Dka“ kalz e kalm 0
C:= kA= k02 T2 7 Gl ckay  kay - kay,p
-0 0 ik

0 0 0O 0
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Egy n* m dimenziés matrix transzponaltja az az m* ndimenzids matrix, amely az
eredeti matrixbdl a sorok és az oszlopok felcserélésével keletkezik.

la,, ay - a,l Ja,, ay - a,l
A= 421 Gy 7t Gy 0 ™= AT - Dalz yp - 4pnq
0: - 0 0: O
0 0 0 0
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n dimenzios sorvektornak nevezziik egy n dimenzios vektor transzponaltjat.

0b, 0
DbD
b:gfgu u=b"=p b, - b
g, 0
6.0
Ua, 0 0b, 0
D D 0, 0
. ) . %y ., Dbu .
Két n dimenzids vektor, a = 0: 0 és b= 0: 0 skalaris szorzata az
0 0 0 0
04, ] 00,0
0b, 0
Db 0
a'b=|a, a, - a, %,ZH: ilaibl.: ab + ab,t ...+ ab, szam.
0 0
b, 0

Egy nXm dimenziés matrix és egy m dimenziés vektor szorzata a kovetkezd n
dimenzios vektor:

%an a, - ay, 00x 0 %z 71aljxj%

0 0

ax= 0 % “fmggng— L ]
D . . D
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Egy nx [ dimenziés és egy /x m dimenziés matrix szorzata az az n* m dimenzids
matrix, mely i-edik soranak j-edik eleme az elsé matrix i-edik soranak €s a masodik
matrix j-edik oszlopanak skalaris szorzata:

%an ap - 4y %%bn b, b, H
AB - @ Gpn a21DDb21 by - meD -
00 - 0
i 00 I
04n G, - au00by by, - b0
i 7
%Z jzlaljbjl Zj:la].fbjm%
_ : v/ :
= E : cy = z j=1aiibjk : %

i

HZ 1%l Z 1B

A matrixok szorzasa nem kommutativ, azaz AB# BA .

Megjegyzés: 1. Az AB szorzat 1étezésébdl nem is kovetkezik, hogy a BA szorzat is
létezik. 2. Ha létezik, akkor is altaldban nem azonos dimenzidjuak. 3. Négyzetes
matrixok szorzasa sem kommutativ:

A matrixok szorzasa asszociativ és disztributiv, azaz A(BC) = (AB)C , valamint
A(B+ C)= AB+ AC, ha a miiveletek értelmesek.

Egységmatrix:
Hl 0o o0 - OH
g0 1 0 0p
1:1"*"=1n=gg 01 0%
0: o0
000 - 17

Ha A nX n -es matrix, akkor IA=AI=A.
Ha C nX m-es: 1""C= C illetve CI"™" = C.
Egy A n-edrendii matrix inverze az A™' matrix, ha AA'z A'A= 1.

Matrixok osztasa nem: CSAK INVERZZEL VALO SZORZAS lehetséges, ha 1étezik
az inverz:

AB™', illetve B'A . A kett6 altalaban nem ugyanaz.
Csak négyzetes matrixnak létezhet inverze!!

Geometriai vektorok

A 2, illetve 3 dimenzids vektorok megfeleltethetéek a
geometriai értelemben vett vektoroknak a sikon, illetve a

Ox0
térben az alabbi modon: a = H)’H esetén x és y a koordinatak,

vagy masnéven a vektor komponensei.



. OxO (ul Ox + ull
Két vektor, a= ] [ és b= ] ] Osszege: at b= 0. A
vl vl v+ vl b
V
y| aZab
X ; u >
X kx A
Vektor szamszorosa: 4= % %, ka = % H
y ky

Egy vektor normaja (vagy abszolut értéke, vagy hossza)

a kovetkezd: |a|= Jaivai+ .+ d>=a'a.

Bebizonyithato, hogy 2 kétdimenziés vektor skalaris szorzata a’b = [a[b|cosa | ahol @
a két vektor altal bezart szog.

Két vektor merdleges egymasra, ha skalaris szorzatuk 0.

1 0
Egységvektorok: € = E OE, e, = EIE e, T
—»

T -
ee, =0

Minden kétdimenzios vektor felirhatdo a 2 egységvektor linedris kombinaciojaként:
a=aqe tae,.

Egy A négyzetes matrixot ortogonalisnak neveziink, ha AA” diagonalis matrix. Ez
azt jelenti, hogy A sorai paronkéntként merdlegesek egymasra, azaz skalaris szorzatuk

d, 0 0 0f

00 d,, 0 0f

AA" = D= 5 [
ﬁ 0 O 0 dnnﬁ

Egy A négyzetes matrixot ortonormaltnak neveziink, ha AA” egységmatrix.

Egy ortonormalt matrix transzponaltja is ortonormalt, azaz oszlopai is merdlegesek
egymasra.
Ortonormalt matrix esetén, mivel AA” = I, ezért AT = A™'.



Determinansok

Egy 7* n dimenzids A matrix determinansa egy olyan n! tagbdl allo 6sszeg, melynek
tagjai olyan n tényezOs szorzatok, melyek a matrix minden sordbol és minden
oszlopabdl pontosan egy elemet tartalmaznak. A tagok eldjele pozitiv, ha a kivalasztott
elemek sor- és oszlopindexei paros szamu felcserélést tartalmaznak.

b Ja b0
Példa: egy 2x2-es matrix determinansa det(A) = e d’ ad - bc , ahol A= HC i

Tekintsiik az A matrixot a kevésbé szemléletes, szokasos irasmodban:

e Hall a1
ey a0’

Ekkor det(A) = a,,a,, - a,,a,,. Mivel a matrix 2x2-es, a tagok szama 2! azaz 2, és
a tagok 2 tényez0s szorzatokat tartalmaznak. Az elsd tag eldjele pozitiv, mert az
oszlopindexek sorban vannak. A masodiké negativ, ugyanis az oszlopindexek
kozott egy darab (azaz paratlan szamu) felcserélddés van, mert a 2-es megeldzi
az 1-est.

Egy determinans értéke nem valtozik, ha felcseréljilk sorait és oszlopait, azaz
det(A) = det(AT).

Ha van egy 0 sor vagy oszlop, a determinans 0.

Egy determinans értéke nem valtozik, ha felcseréljiik sorait és oszlopait, azaz
det(A) = det(AT).

Ha egy matrix két sorat vagy két oszlopat felcseréljilk, akkor a determinansa
(-1)-szeresére valtozik.

Ha egy matrix két sora vagy oszlopa megegyezik, akkor a determinansa 0.

Ha egy matrix valamely sorat vagy oszlopat A -val szorozzuk, akkor a determinansa is
A -val szorzodik.

Ha a f64tl6 alatt, vagy fo6l6tt minden elem 0, akkor a determindns a f6atlobeli elemek
szorzata.

a, a, a;0 0b b, byl
Ha A= Eul u, L@H és B-= %ul u, u3% ,akkor
v wi mov wi
at b aytb, atb,
det(A) t det(B) =y u, u,
Vi v, V3

Ha egy matrix barmelyik sordhoz (oszlopahoz) hozzaadjuk egy masik sor (oszlop)
szamszorosat, a determinans értéke nem valtozik.

Két matrix szorzatdnak determinansa megegyezik a két matrix determininsanak a
szorzataval, azaz det(AB) = det(A) det(B),



Egy n-edrendii matrix szingularis, ha determinansa 0, regularis, ha nem O.

Szingularis matrixnak nincs inverze.

Linearis osszefiiggoség
Az a,,a,,...,a; n dimenzids vektorok linedrisan dsszefiiggoek, ha 1éteznek olyan
Mohs,.oh szamok ugy, hogy nem mindegyikiik 0, és
ha+ha,+...+1a =0,
Az A nx k dimenzios matrix és a b n dimenzids vektor linearisan dsszefiiggdek, ha az

A matrix oszlopaibol képzett a,,a,,...,a, n dimenziés vektorok és a b vektor
lineérisan Osszefiiggdek.

Az a;a,,...,a; n dimenzioés vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha nem linedrisan
Osszefiiggdek.

Az a;,a,,...,a; n dimenzids vektorok (k<=n) linearisan 6sszefiiggdek pontosan akkor,

ha a vektorokbol képzett nx k dimenziés matrix valamennyi kX k -as aldeterminansa
0.

Harom vektor akkor linedrisan dsszefiiggd, ha létezik A,, 1, és A5 nem mind 0 tgy,
hogy 4,a,+ 4,a,+ 4,2, = 0,

Linearis egyenletrendszerek

Cramer-szabaly: tekintsik az Ax=b linedris egyenletrendszert, ahol A nem
szingularis. Ekkor az egyenletrendszer megoldhat6 és pontosan egy x megoldédsa van,

A
ahol X, = %, (k= 1,2,...,n), ahol A, ugy keletkezik, hogy az A matrix k-adik
oszlopat kicseréljiik a b vektorral.
Peld ax, + bx, = u - alakb Oa  b00x,0  Oul hol
‘1da: " , .
¢lda: az ex +dx, = v vagy matrix alakban irva HC d%%ng E"H , aho
u b
a d-vb _|v d
e d * 0 egyenletrendszer megoldasa X, = Z - Zc = P és
c d
a u
av-cu _|c v
> ad- be




Egyenletrendszerek megoldhatésaga

Az Ax = u linearis egyenletrendszer megoldhatosagara az alabbiak igazak:
ha det(A) # 0, akkor a Cramer szabaly alkalmazhato és
- u= 0 (homogén) esetén csak az x = 0 trividlis megoldas létezik,
- u# 0 esetén létezik pontosan egy X # 0 nem trividlis megoldas;
ha det(A) = 0, akkor a Cramer szabaly nem alkalmazhato és
- u= 0 (homogén) esetén az x = 0 trividlis megoldas és végtelen sok
x # 0 nem trivialis megoldas létezik
- u# 0 esetén nincs megoldas
egyébként végtelen sok megoldas van.

Sajatvektor, sajatérték

1étre. Erre teljesiil:

(0x) =ax,(Alox)=0Ax). és (x+y) =x+y,

ezért ezt linearis transzformacionak nevezziik. A a linearis transzformacié matrixa.
Linearis transzformacio sajatvektora olyan (nem 0) vektor, amelynek képe a vektor

szémszorosa. A szorzdszam a sajatvektorhoz tartozo sajatérték.

Négyzetes matrix sajatvektora és sajatértéke:
A-nak az u # 0 vektor sajatvektora A sajatértékkel, ha Au= Au (AOR).

- u-nak a transzformacié csak a hosszat valtoztatja, az irdnyat nem;
( - minden sajatvektorhoz csak egy sajatérték tartozik);
Egy nxn-es matrixnak legfeljebb » kiilonboz6 sajatéréke van.
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